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Abstract. This paper considers the mix-norm 2H / ∞H  standard problem. Specifically an LQG 
control design problem involving a constraint on 
∞
H  disturbance attenuation is addressed. It is 
shown that the 2H / ∞H  dynamic compensator gains are completely characterized via coupled 
Riccati/Lyapunov equation. The principle result involves a sufficient condition for characterizing 
full order guaranteeing closed loop stability, a constrained 
∞
H  disturbance attenuation and an 
optimized 2H  performance bound. 
 
Keywords: mixed-norm 2H / ∞H , closed loop stability, ∞H  disturbance attenuation, an 
optimized 2H  performance bound. 
 
 
1. PENDAHULUAN 
Sistem kontrol berumpan balik 
(feedback control sistem) adalah sistem 
kontrol yang menjaga hubungan antara 
masukan dan keluaran dan membanding-
kannya dengan menggunakan selisihnya 
sebagai alat pengontrolan. Sedangkan 
sistem kotrol lup tertutup merupakan sis-
tem kontrol yang sinyal keluarannya ber-
pengaruh langsung pada aksi pengontrolan. 
Jadi sistem kontrol lup tertutup termasuk 
sistem kontrol berumpan balik. Dalam 
sistem kontrol lup tertutup, fungsi pengon-
trol sangatlah penting untuk memperkecil 
kesalahan dan membuat agar keluaran sis-
tem mendekati harga yang diinginkan. 
Salah satu cara untuk mencari pe-
ngontrol adalah dengan teori kontrol 
campuran 2H / ∞H . Latar belakang yang 
mendasari kontrol campuran 2H / ∞H , ada-
lah adanya dua persoalan utama dalam 
desain sistem kontrol. Pertama optimisasi 
performansi yang diinginkan. Kedua, pen-
ting untuk disadari bahwa model selalu 
menyatakan suatu nominal sistem se-
mentara sistem yang sebenarnya merupa-
kan subyek ketidakpastian. Untuk keperlu-
an itulah, kedua aspek ini harus diako-
modasi dalam desain sistem kontrol yang 
sama yaitu sistem kontrol campuran 
2H / ∞H , yang terdiri dari optimasi norma 
2H  dari suatu fungsi alih lup tertutup, 
sementara norm norma 
∞
H  dari fungsi alih 
yang lain dipaksa untuk kurang dari suatu 
konstanta yang telah ditentukan. Situasi 
tersebut dapat digambarkan seperti Gam-
bar 1. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Gambar 1. Desain kontrol campuran  
      2H / ∞H  
 
Dimana ∑  adalah sistem time invariant 
dan c∑  merupakan pengontrolnya. Masa-
lah optimal campuran 2H / ∞H  adalah 
mencari pengontrol c∑  sedemikian se-
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hingga untuk 0>γ   { }γ<
∞zwzw
TT :min 22  
 
2. PERMASALAHAN 
Misalkan diketahui plant P(s) order 
n yang stabilizable dan detectable, dengan 
model dinamik sebagai berikut. 
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Masalah teori kontrol LQG dengan 
kendala 
∞
H  adalah menentukan pengon-
trol order n  
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yang memenuhi syarat: 
i. Sistem lup tertutup dari model (2.1) 
dinamik stabil asimtotik. 
ii. fungsi alih nonstrictly proper  dq ×
∞
 
  
∞
−
∞
+−= EDAsIEsH n
~)~(~)( 1~  
    dari )(tw  ke        
   )()()()( 21 twEtuEtxEtz ∞∞∞∞ ++=     
    memenuhi kendala  
   0 ,)( >≤
∞
γγsH . 
iii. Performansifungsional {
})()()()(2
)()(lim),,(
212
1
tuRtutuRtx
txRtxECBAJ
TT
T
t
ccc
++
=
∞→
 
adalah minimal. 
 
3. PENENTUAN SUATU 
PENGONTROL DENGAN INDEKS 
PERFORMANSI BERUPA NORMA 
CAMPURAN 2H  DAN ∞H  
3.1. Teori Kontrol LQG dengan 
kendala Pelemahan Gangguan 
∞
H  
Dalam sub bab ini dibahas teori 
kontrol LQG dengan kendala pelemahan 
gangguan 
∞
H . Tanpa criteria performansi 
2H , masalah yang dibahas di sini adalah 
masalah kontrol baku 
∞
H  [3,4,5]. Keselu-
ruhan tulisan ini membahas pengontrol 
berdimensi n dan lup tertutup berdimensi 
nn 2~ = . 
Perhatikan blok diagram masalah baku  
campuran 2H / ∞H  seperti Gambar 2 
berikut. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Gambar 2. Lup Tertutup masalah baku 
norma campuran 2H / ∞H  
 
Misalkan diketahui plant )(sP  order n 
yang stabilizable dan detectable dengan 
model dinamik sebagai berikut. 
)()()()( 1 twDtButAxtx ++= , (3.1) 
)()()()( 2 twDtDutCxty ++= , (3.2) 
dimana: 
w  : input sebagai disturbance. 
u  : input dari pengontrol. 
2z  : output dari plant untuk kasus 2H . 
∞
z  : output dari plant untuk kasus 
∞
H . 
y  : input pengontrol/output yang terukur. 
Permasalahan teori kontrol LQG dengan 
kendala 
∞
H  adalah menentukan pengonrol 
order n : 
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yang memenuhi syarat: 
i. sistem lup tertutup dari model (2.1) 
dinamik stabil asimtotik.  (3.5) 
ii. fungsi alih nonstrictly proper  dq ×
∞
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 )()()()( 21 twEtuEtxEtz ∞∞∞∞ ++=  
memenuhi kendala 0 ,)( >≤
∞
γγsH .
  (3.6) 
iii. performansi fungsional 
 {
})()()()(2               
)()(lim),,(
212
1
tuRtutuRtx
txRtxECBAJ
TT
T
t
ccc
++
=
∞→
 adalah minimal.   (3.7) 
Sebelum menemukan pengontrol yang 
memenuhi syarat (3.5)-(3.7), dibahas ter-
lebih dulu beberapa hal sebagai berikut. 
Substitusikan (3.4) ke (3.1) dan (3.2) 
dihasilkan persamaan: 
)()(~~)(
)(~)(~~)(~
2 twDtxCty
twDtxAtx
+=
+=
.  (3.8) 
Kemudian performansi fungsional (3.7) 
menjadi 
RQtrCBAJ ccc
~~),,( = ,  (3.9) 
dengan [ ])(~)(~lim~ txtxEQ T
t ∞→
≅ ,   (3.10) 
memenuhi persamaan aljabar Lyapunov 
nn ~~ ×  
0~~~~~ =++ VAQQA .   (3.11) 
Fungsi alih lup tertutp dari )(tw  ke 
)()()( 212 tuEtxEtz +=  adalah: 
.
~)~(~)(
)()(~ 1~2 DAsIE
sw
sz
sH n
−
−==     (3.12) 
Menurut [8], pengontrol (3.3) dan (3.4) 
admissible (diperkenankan) di 2H  se-
hingga 
2
2
)(~),,( sHCBAJ ccc = .  (3.13) 
Dari uraian di atas ternyata performansi 
fungsional (3.7) identik dengan fungsi alih 
dari )(tw  ke )(2 tz , sehingga masalah 
kontrol LQG dengan kendala 
∞
H  identik 
dengan masalah campuran 2H / ∞H . Arti-
nya, ketika meminumkan performansi 
(3.7) sama dengan meminimmkan fungsi 
alih (3.12) 
 
Langkah pertama untuk menyelesaikan 
masalah kontrol LQG dengan kendala 
∞
H  
adalah melemahkan gangguan 
∞
H . 
Pelemahan gangguan 
∞
H  (
∞
H  disturban-
ce attenuation) ini dilakukan dengan 
mengganti persamaan aljabar Liapunov 
dengan persamaan aljabar Riccati, seperti 
dinyatakan dalam Lemma 1. 
 
Lemma 1. Misalkan diberikan 
),,( ccc CBA  dan asumsikan terdapat 
nn×ℜ∈θ  yang memenuhi nΝ∈θ  dan 
0~)~~()~~(~~ 12 =+++++
∞∞
−
∞∞
− VEEDMEEDAA TTTTTT θθγθθ
              (3.14) 
dengan nΝ  adalah matriks simetris nn ~~ ×  
yang definit non negative. 
Maka )~,~( DA  stabilizable jika dan hanya 
jika A~  stabil asimtotik. 
Dalam kasus ini   
          γ≤)(sH  dan θ≤Q~ .(3.15) (3.16) 
Sehingga ),,,(),,( θcccccc CBACBAJ ℑ= , 
              (3.17) 
 dimana RtrCBA ccc
~),,,( θθ ≅ℑ .      (3.18) 
 
Bukti. 
)(⇒ Dari sistem lup tertutup (3.1)-(3.4) 
diketahui bahwa )~,~( DA  stabilizable dan 
)~,~( CA  detectable. Hal ini mengakibatkan 
A~  stabil asimtotik. 
)(⇐ Karena A~  stabil asimtotik, maka 
),~,~,~( 2DCDA  stabil asimtotik. Sehingga 
)~,~( DA  stabilizable. Untuk membuktikan 
(3.15), V~  diganti dengan TDD ~~  dimana 
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c
, 
TDDV 111 = , 
TDDV 222 = , 
TDDV 2112 = , dan 
mengurangi  serta menambahkan θω nIj  
ke (3.14) sehingga menjadi 
.)~~()~~()~(
)~(~~
12 TTTTT
n
n
T
EEDMEEDIjA
IjADD
∞∞
−
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− ++−−−+
+−=
θθγωθ
θω
              (3.19) 
Mengalikan kedua ruas (3.19) dengan 
1)~(~ −
∞
− AIjE nω  dari kiri dan 
T
n EAIj ∞−− ~)
~( 1ω  dari kanan diperoleh: 
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               (3.20) 
Kemudian dengan menjumlahkan kedua 
ruas (3.20) dengan   
TTT
n
TT
n EEEAIjDEEDAIjE ∞∞∞−∞∞−∞ +−+−
~)~(~~)~(~ ~1~ ωω
 diperoleh  
Untuk memenuhi syarat ketiga dari 
masalah kendali LQG dengan kendala 
∞
H , 
yaitu meminimalkan performansi fungsi-
onal ),,( ccc CBAJ , akan dibahas terlebih 
dahulu Lemma 2 berikut, yang menjamin 
eksistensi solusi tunggal yang definit non 
negative untuk (3.14) jika (3.15) terpenuhi. 
 
Lemma 2. Misal diberikan ),,( ccc CBA , 
dan A~  adalah stabil asimtotik dan asumsi-
kan pelemahan gangguan (3.15) dipenuhi. 
Maka terdapat solusi tunggal θ  yang 
definit non negative yang memenuhi (3.14)
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Sementara ruas kiri dan ruas kanan dari 
(3.21) berturut-turut sama dengan 
)()( * ωω jHjH  dan  
)(2*12* MISSMSS q −+−+ ∞−− γγ , 
dimana  [ ]TTn EEDAIjES ∞∞−∞ +−≅ ~~)~(~ 1~ θω  dan  
T
q EEIM ∞∞
−
∞
−=
2γ . 
Sehingga (3.21) menjadi  
( )( )
0                                  
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Untuk membuktikan (3.16) kurangkan 
(3.11) ke (3.14), diperoleh: 
0)~~()~~(
~)~()~(~
12
=+++
−+−
∞∞
−
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− TTTTT
T
EEDMEED
AQQA
θθγ
θθ
. 
Karena A~  stabil asimtotik, hal ini ekivalen 
dengan 0~ ≥− Qθ , sehingga  
),,,(),,( θcccccc CBACBAJ ℑ≤ .  
Jadi terbukti RtrCBA ccc
~),,,( θθ ≅ℑ .      ■ 
 
Lemma 1 menunjukkan bahwa pelemahan 
ganguan 
∞
H  dengan sendirinya menguat 
ketika solusi definit untuk (3.14) ada 
dan A~  stabil asimtotik. Hal ini berarti 
bahwa syarat pertama dan kedua telah 
dipenuhi.   
 
Sedemikian sehingga nilai eigen 
∞
−
∞
−
∞
−
∞
− ++ EMEEMEDA TT ~~~~ 1212 θγγ  
berada di bagian real sebelah kiri. 
 
Bukti. 
Bentuk (3.14) ekivalen dengan  
( ) ( )
TTT
TTT
DNDEME
EMEDAEMEDA
~~~~
~~~~~~
112
1212
−
∞
−
∞
−
∞
−
∞
−
∞
−
∞
−
++
+++
θθγ
γθθγ
. 
Misalkan θ  adalah solus yang definit 
nonnegative, menurut [2, Teorema 23-3] 
dengan 
∞
−
∞
−+= EMEDA TT ~~~A 12γ  dan 
θγ
∞
−
∞
−
= EME TT ~~KBB- 12 .Akan 
dibuktikan 
0K)BB-(AReK)BB-(ARe TTT <= λλ . 
Misalkan terdapat 1θ  dan 2θ  dengan 
21 θθ ≠  sedemikian sehingga  
1
1212 ~~~~~ θγγ
∞
−
∞
−
∞
−
∞
− ++ EMEEMEDA TT  dan 
2
1212 ~~~~~ θγγ
∞
−
∞
−
∞
−
∞
− ++ EMEEMEDA TT  
memiliki nilai eigen di sebelah kiri sumbu 
imajiner, sehingga menurut [2, Teorema 
23-2] solusi dari  
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dengan 0)0( xx =  mendekati nol untuk 
∞→t . 
Menurut [2,Teorema 22-2 dan Lemma 21-
1], 
∫ ++−=
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Karena 21 θθ ≠  dan keduanya simetris 
sehingga terdapat 0x  sedemikian sehingga 
020010 xxxx
TT θθ ≥ . 
Misalkan 020010 xxxx
TT θθ >  dan 
)()( 2 txBtu Tθ−= . Untuk ∞→t , 
dihasilkan 
∫
∞
−+=
0
2
21010020 )()( dttxBxxxx TTT θθθθ . 
Kontradiksi dengan 020010 xxxx
TT θθ ≥ . 
Sehingga pengandaian salah. 
Jadi terdapat dengan tunggal θ  yang 
definit non negatif yang memenuhi (3.14) 
sedemikian sehingga nilai eigen  
∞
−
∞
−
∞
−
∞
− ++ EMEEMEDA TT ~~~~~ 1212 θγγ  
berada di bagian real sebelah kiri. ■ 
 
Dari Lemma 1 dan Lemma 2, diketahui 
bahwa penggantian (3.11) dengan (3.14) 
membuktikan kestabilan lup tertutup, 
pengurangan/pelemahan gangguan 
∞
H , 
dan batas atas untuk criteria performansi 
2H . Artinya, misalkan diberikan 
pengontrol ),,( ccc CBA  dimana terdapat 
solusi definit non negative untuk (3.15), 
criteria performansi ),,( ccc CBAJ  dari 
pengontrol dijamin tidak lebih buruk dari 
),,,( θccc CBAJ . Karena itu 
),,,( θccc CBAJ  dapat diinterpretasikan se-
bagai alat bantu untuk mengarahkan pada 
problem optimasi berikut ini, yaitu me-
nentukan ),,,( θccc CBA  yang meminimal-
kan ),,,( θccc CBAJ  dengan kendala (3.14) 
dimana nΝ∈θ . 
 
3.2. Syarat Cukup untuk Pelemahan 
Gangguan 
∞
H  
 Dalam subbab ini akan dinyatakan 
syarat cukup untuk karakterisasi pengontrol 
order penuh yang menjamin kestabilan lup 
tertutup, pelemahan gangguan 
∞
H  dan 
batas atas untuk criteria performansi 2H . 
Untuk nnQPQ ×ℜ∈ˆ , ,  dan 0 , ≥βα  
didefinisikan notasi  
∞
+≅ 12VQCQ Ta , 
TRPQQTRTDTRTBaP 12)ˆ(02
2
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, ( ) 1222 ˆ −−+≅ PQIS n γβα , dimana invers-
nya ada. 
 
Remark 1. Misalkan ),,,( θccc CBA  
memenuhi masalah minimasi 
),,,( θccc CBAJ , maka terdapat 
nnQPQ ×ℜ∈ˆ , ,  yang memenuhi  
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dengan 
SPRDVQCVQSPRBAA aaaac 121121212 ˆˆ −−∞−− −−−=
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(3.24)-(3.27) 
Lebih lanjut auxiliary cost diberikan 
dengan ( )[
]QSPRRRPS
QSPRRRQQtrCBAJ
a
T
a
T
accc
ˆˆˆ
                                 
ˆˆ2ˆ),,,(
1
22
1
2
1
2121
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+
−+=θ
                    (3.28) 
Sebaliknya jika tedapat nQPQ ~   ˆ , , Ν∈  
yang memenuhi (3.22, 3.23), maka 
),,,( θccc CBA  seperti (3.24-3.27) me-
menuhi (3.14) dengan auxiliary cost se-
perti (3.28). 
 
Teorema 1. Misalkan terdapat 
nQPQ ~   ˆ , , Ν∈  yang memenuhi (3.22,3.23) 
dengan ),,,( θccc CBA  seperti (3.24-3.27). 
Maka )~,~( DA  stabilizable jika dan hanya 
jika A~  stabil asimtotik. Dalam kasus ini, 
fungsi alih lup tertutup )(sH  memenuhi 
kendala pelemahan gangguan 
∞
H ( )γ≤)(sH , dan performansi 
fungsional (3.7) memenuhi batas 
( )[
]QSPRRRPS
QSPRRRQQtrCBAJ
a
T
a
T
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ˆˆˆ
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1
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1
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1
2121
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−
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. 
Bukti. 
Bagian sebaliknya dari Remark 1 me-
nunjukkan bahwa θ  dari (3.32) memenuhi 
(3.14) dengan auxiliary cost seperti (3.32). 
Hal ini berarti menurut Lemma 1, ke-
stabilan  )~,~( DA  ekivalen dengan kestabil-
an asimtotik dari A~ . Sehingga pelemahan 
gangguan 
∞
H  terpenuhi dan performansi 
fungsional (3.7) memenuhi batas 
( )[
]QSPRRRPS
QSPRRRQQtrCBAJ
a
T
a
T
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ˆˆ2ˆ),,(
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1
2
1
2121
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−+=
     ■ 
4. KESIMPULAN 
 Berdasarkan pembahasan, dapat 
disimpulkan bahwa, syarat cukup untuk 
mendesain pengontrol dengan kendala 
∞
H  
pada suatu fungsi alih lup tertutup terdiri 
dari tiga persamaan aljabar Riccati yang 
dimodifikasi dalam variable   ˆ , , QPQ . 
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